1 Construction
1.1

O note constrait par réeurrence une fmlle O domvertsc et e fanil]e
Py de feomds de [0, 1] comme suil,
()ll Pase “y [(). I‘, L)n “ll,l\ ]‘I‘_‘ §|. l':'.l [“| .’H‘ ,"1,| I:, |]‘. I'Vl
Foa W B est done e complémentaire de £, dans [0, 1].
On «‘n\'isu‘\j\v alors les denx tiers mcdinng de Foy ot 1Y 4y soit Q) ],',. ]
ot ]‘,‘:I que Pon vetive vespeetivement v 2y el Ky pone obtonir
Foo = |0, ‘_l.]- o Taa = [81),
Ayant constiuits Foge oo B L Oncintrodoit fees tiers médinns onverts
Qo o Qan g que Ton vetive respeetivement, Fogn oo P pour ob
et Fopyy o P s I est T véunion des Fep ot 82, lnoréunion des €, .

Montrer que Penserble £ des extrémites des I est Pensemble des ration-
nels trindiques de 0, 1 dont I'éeriture trindique est de Ta forme 0,0y e, 00
o 0,2y ooy, 1000 oty € {023,

1.2

On pose désormais

Ny est Pensemble trindique de Cantor,

a) Montrer que Ay contient 14, est compacet, ne contiont aucun intervalle
non trivial, et que tous les points de Wy sont des points daccumulation,

D) Prouver que Iy est de mesure nulle, e’est=n=dive que, pour tout, & = (),
on peut trouver nne famille dénombrable d'intervalles ouverts contenant, iy
et dont la somme des longnenrs est < ¢,

b) Montrer qu'nn élément € [0, 1] est dans Ky ssison développement
trindique (impropre dans le cas de 0,0y oy, 100., que Pon représente done

2 Applications

2.]—

Soit. [ une fonetion continue de R dans R, localement. constante sur le
complémentaive d'un fermé dénombrable /') Montrer que [ est constante,




2.2

On définit par vécurrence une suite £, de surjections de 0. 1] sur lui-méme
en posant :

D) filz) = fxsur [0.3], fi(x) = Tsur [3.2]. fi(x) = 37— 1sur [2.1) ) On
suppose f, construite de sorte qu'elle soit continue. affine de pente (
chaque composante connexe de Fin. localement constante dans R fori
se déduit alors de f,, en remplacant fa sur Fy.,, par une fonction croissante
atfine en trois morceaux, croissante de pente (g)"“ sur Fop oy et Foroy

coustante entre les deux et de méme image que f,: ailleurs f,., = f,.
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Montrer que la suite de fonctions fn converge uniformément vers une

fonction croissante continue [ localement constante dans le complémentaire
K et telle que f(IG) = [0, 1.

2.3

La convention d’écriture triadique est celle de 2-b)
a) Soit n € N*. Montrer que la fonction T, qui & un nombre associe le n-ieme
chiffre de son développement triadique est continue sur A.

b) En déduire une surjection continue de K sur [0.1] x [0.1]. Etendre
continiument cette surjection a [0, 1].

5) Construire une fonction continue de [~1.2] dans R telle que : f(—1) =
—1, f(2) = 1. f ne possede aucun point de changement de signe.
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